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Im Mathematikunterricht sind Schiilerinnen und Schiilern unterschiedlichen Alters verschiedenen
unterschiedliche 7Typen mathematischer Begriffe zu lehren, die unterschiedliche didaktische Funktionen
haben. Es kann daher nicht ein allgemeingiiltiges ,,Rezept zum Lehren von Begriffen geben. Die
Mathematikdidaktik fordert deshalb angemessenes didaktisches Handeln und zeigt Wege zu seiner

Realisierung auf. Die folgenden Ausfiihrungen

sollen eine Hilfe zu einer begriindeten und

erfolgversprechenden Planung des Lehrens mathematischer Begriffe sein. Ihnen liegt ein Theoriegeriist zu

Grunde, das ausfiihrlich beschrieben ist in:

Hans-Joachim Vollrath: Grundlagen des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe, Heidelberg (Spektrum) 2001

Sachanalyse

Am Anfang steht die Sache. In einer Analyse
sind zunichst die mathematischen Fragen zu
kléren:

Um was fiir einen Begriff handelt es sich?

Wie kann man den Begriff definieren?

Was sind die wesentlichen Eigenschaften des
Begriffs?

Welche Modelle, Darstellungen gibt es fiir den
Begriff?

Welche Eigenschaften hat dieser Begriff?
Welche Beziehungen bestehen zu anderen Be-
griffen?

Welche Bedeutung hat der Begriff innerhalb
seines mathematischen Kontextes?

Was lésst sich iiber die Entstehungsgeschichte
dieses Begriffs sagen?

Typen mathematischer Begriffe

Allgemein unterscheidet man:

Objekte, ~ Mengen  von  Objekten,  Relationen,
Abbildungen, Verkniipfungen, Verkniipfungsgebilde.
Man kann aber auch auf das zugehorige Gebiet ver-
weisen: z.B. algebraischer, geometrischer, stochas-
tischer Begriff.

Definitionen

Begrifte, lassen sich definieren.

Eine Definition nennt die Begriffsbezeichnung
(Definiendum) und die definierende Eigenschaft
(Definiens).

Definitionen héngen vom Kontext ab; so ist z.B.
entscheidend, dass alle Begriffe, die in der definie-
renden Eigenschaft auftreten, bereits definiert sind.
Beispiele (Modelle) sind Objekte, die unter den Begriff
fallen.

Eigenschaften

Neben der definierenden Eigenschaft besitzen Begriffe
weitere Eigenschaften, die sich entsprechend dem
Kontext beweisen lassen.

Beziehungen zwischen Begriffen

Mathematische Begriffe stehen in unterschiedlichen

Beziehungen zueinander:
Unterbegriff-Oberbegriff-Nachbarbegriff .

Das Beziehungsgefiige wird im Begriffsnetz dargestellt.

Begriffsentwicklung

Zentrale mathematische Begriffe haben meist eine
lange Entwicklung hinter sich. Beispiele: Zahl,
Funktion, Ableitung, Wahrscheinlichkeit.
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Didaktische Analyse
Mathematische Begriffe haben im Unterricht
unterschiedliche didaktische Funktionen.

Der jeweils zugedachten Funktion entspricht
der Aufwand und damit die Zeit, die fiir die
Erarbeitung des Begriffs vorgesehen ist.

Die unterschiedlichen Rollen und der unter-
schiedliche Aufwand hingen mit ihrem
mathematischen Gewicht zusammen, aber
auch mit den sachlichen Voraussetzungen, die
bendtigt werden, und den Kontexten, in denen
sie stehen.

Entsprechend stellt das Lernen dieser Begriffe
unterschiedliche Anforderungen an die Schii-
lerinnen und Schiiler.

Folgende Fragen sind also zu kléren:

Welche Funktion soll der Begriff im Mathema-
tikunterricht haben?

Fiir welche Zeitriume wird das Lehren des

Begriffs geplant?

Lernziele

Lehren ist zielgerichtetes Handeln. Es ist
daher fiir das Lehren eines Begriffs zu fragen,
welche Ziele erreicht werden sollen.

Bei kurz- und mittelfristig zu lernenden
Begriffen wird man fragen:

Welche Kenntnisse und Féhigkeiten sollen die
Lernenden im Zusammenhang mit dem Begriff
erwerben?

Was leistet der Begriff fiir den langfristigen
Lernprozess, in den er eingebettet ist?

Bei langfristig zu lernenden Begriffen wird
man fragen, welche Ziele in den einzelnen
Etappen erreicht werden sollen.

Didaktische Funktion eines Begriffs

Begriffe konnen als Leitbegriffe eines Themenstrangs
dienen, der sich {iiber mehrere Jahrgangsstufen
erstreckt. Man denke etwa an die Begriffe Zahl,
Funktion, Figur oder Abbildung.

Begriffe konnen als Schliisselbegriffe eine Unter-
richtssequenz strukturieren. Das kann etwa der Begriff
des Bruchs fiir die Bruchrechnung sein, der Begriff der
proportionalen Zuordnung fiir die Schlussrechnung, der
Begriff der Symmetrie filir die Lehre von den Dreiecken
und Vierecken.

Ein Begriff kann zentraler Begriff einer Unter-
richtseinheit sein, der in ihr erarbeitet wird. Hier ist an
Begriffe zu denken wie Primzahl, Quadratwurzel,
Potenzfunktion,  gleichseitiges = Dreieck,  Kreis,
Tangente, Scherung, Prisma usw.

SchlieBlich dienen Begriffe als Arbeitsbegriffe dazu,
beim Arbeiten bestimmte Sachverhalte griffig zu
formulieren, um iiber sie sprechen zu kénnen. Hier ist
an Begriffe wie Zahler, Nenner, Klammer, Grundzahl,
Hochzahl, Ecke, Seite, Kante usw. zu denken.

Verstehen eines Begriff
Das Verstehen eines mathematischen Begriffs lisst sich

durch  typische Kenntnisse und  Fihigkeiten
beschreiben.
Lernende haben einen mathematischen Begriff

verstanden, wenn sie

e die Bezeichnung des Begriffs kennen,
e Beispiele angeben und jeweils begriinden
konnen, weshalb es sich um ein Beispiel

handelt,

e Dbegriinden konnen, weshalb etwas nicht unter
den Begriff fallt,

e charakteristische FEigenschaften des Begriffs
kennen,

e Oberbegriffe, Unterbegriffe und
Nachbarbegriffe kennen.

Bei langfristig zu lernenden Begriffen ist es sinnvoll,
entsprechend den einzelnen Etappen verschiedene
Ausprédgungen des Verstehens zu unterscheiden.
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Planung fiir das Lehren eines Leitbegriffs
Leitbegriffe strukturieren Themenstringe, die
sich iiber mehrere Jahrgangsstufen erstrecken.
Es wird deshalb langfristiges Lernen
angestrebt. Entsprechend dem Begriff und der
geistigen Entwicklung der Lernenden ist ein
Modell fiir das angestrebte Lernen dieses
Begriffs zu entwickeln.

Im Gymnasium wird in der Regel eine
Kombination aus Lernen in Stufen und Lernen
durch Erweiterung angestrebt.

Die einzelnen Etappen beim langfristigen
Lehren eines Leitbegriffs sind in der Regel in
Unterrichtssequenzen organisiert.

Es sind also folgende Fragen zu kldren?

Uber welche Jahrgangsstufen soll der Begriff
gelehrt werden?

Welche Lernziele sollen in den einzelnen
Jahrgangsstufen erreicht werden?

In welchen Unterrichtssequenzen soll sich das
Lernen in den einzelnen Jahrgangsstufen
vollziehen?

Durch welche Mafinahmen soll in den ein-
zelnen Unterrichtssequenzen der Lernfort-
schritt erreicht werden?

Wie kann man am Ende feststellen, welche Art
des  langfristigen = Lernens  bei  den
Schiilerinnen  und  Schiilern  tatsdchlich
stattgefunden hat?

Modelle langfristigen Lernens von Begriffen
Wenn im Mathematik Begriffe langfristig gelernt
werden, dann lassen sich unterschiedliche Resultate
beobachten. Sie legen es nahe, unterschiedliche
Qualitéten langfristigen Lernens zu betrachten.

Lernen durch Ansammeln

Das Kind lernt im Laufe der Jahre viele Einzelheiten
des Begriffs kennen, von denen diejenigen behalten
werden, die einen besonderen Eindruck hinterlassen.
Sie werden weitgehend isoliert voneinander gemerkt,
Beziehungen werden nicht gesehen. In diesem Fall
wurde Wissen liber den Begriff lediglich angesammelt.

Lernen als Zusammensetzen eines Puzzles

Das Kind hat Wissen iiber den Begriff im
Zusammenhang erworben, so dass es Bezichungen
zwischen den Teilen und zugleich sieht, welchen
Beitrag sie zum Ganzen leisten. Das Wissen iiber den
Begriff wird langfristig wie in einem Puzzle erworben.
Diese Metapher betont also beim Lernen den Aufbau
von Bereichen des Wissens und Konnens, die mit-
einander verbunden sind und ein sinnvolles Ganzes
ergeben.

Lernen als Ersteigen von Stufen

Durch Reflexion bereits erworbenen Wissens entsteht
ein Wissen anderer Qualitdt. Die Lernenden ersteigen
dabei eine hohere Stufe des Verstehens. Im Laufe der
Jahre sind wunter Umstinden mehrere Stufen
nacheinander zu ersteigen. Bei diesem Lernen spielt die
Analyse die entscheidende Rolle.

Beispiele: Ubergang von der natiirlichen Zahl als
Rechenzahl zur Zahl mit bestimmten Eigenschaften;
Ubergang vom Quadrat als einprigsamer Figur zum
Quadrat als Viereck mit bestimmten Eigenschaften.

Lernen durch Erweiterung

Beim Treiben von Mathematik bieten sich zahlreiche
Moglichkeiten des Operierens mit Objekten. Eine Fiille
ganz unterschiedlicher Probleme kann gelost werden.
Aber man stoft doch auch immer wieder an Grenzen.
Hier spielt die Synthese die entscheidende Rolle: Neues
wird erkannt, indem Begrenzungen bewusst
iiberschritten werden, und Altes wird im Licht des
Neuen neu gesehen.

Beispiele: Ubergang von den natiirlichen Zahlen zu den
Bruchzahlen; Ubergang vom Flicheninhalt des
Vielecks zum Flacheninhalt des Kreises.
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Planung fiir das Lehren eines Schliissel-
begriffs

Schliisselbegriffe strukturieren Unterrichtsse-
quenzen. Sie werden mittelfristig gelernt. In
der Regel sind sie eng mit Problemen
verbunden. Fiir diese Probleme koénnen sie
unterschiedliche Rollen spielen. Es sind also
die Fragen zu kléren:

Fiir welche Probleme kann und soll der
Begriff eine Schliisselfunktion iibernehmen?
Welche Rolle kann und soll der Begriff fiir das
Problem spielen?

Fiir die Planung der Unterrichtssequenz sind
Entscheidungen iiber

e die Auswahl der Inhalte,

o die Anordnung der Inhalte und

o die Verteilung der Inhalte
zu féllen. Konkret wird man also die Themen
und Inhalte der einzelnen Unterrichtseinheiten
angeben.

Planung fiir das Lehren eines zentralen
Begriffs einer Unterrichtseinheit

Das Lehren des zentralen Begriffs einer
Unterrichtseinheit erfordert eine Reihe typi-
scher didaktischer MaBBnahmen, die ein erfolg-
reiches Lernen des Begriffs ermdglichen.
Zundchst ist zu kldren, ob alle Voraus-
setzungen gegeben sind, um den Begriff zu
erarbeiten. Ist das der Fall, so kann mit der
Planung begonnen werden.

Zunéchst ist nach einer geeigneten Hinfithrung
zu suchen, die motivierend ist und zum
Begriff hinfiihrt.

Es st eine griffige Formulierung der
Erklarung (Definition) zu finden, die korrekt
und merkfahig ist.

Man sollte iiberlegen, welche Beispiele und
welche Eigenschaften behandelt werden sollen
und konnen.

Man sollte sich einen Uberblick iiber das
Begriffsnetz verschaffen, in dem der Begriff
eingebunden ist.

SchlieBlich sind Aufgaben zur Sicherung und
zur Vertiefung bereitzustellen.

Begriff und Problem
Beim Entwickeln von Mathematik werden die Begriffe
im Kontext von Problemen gebildet. Das ist in
unterschiedlicher Weise moglich:
e Begriffe als Quelle von Problemstellungen,
e Begriffe als Mittel zur Prézisierung von
Problemstellungen,
e Begriffe als Losungshilfe fiir Probleme,
e Begriffe als Losungen von Problemen,
e Begriffe als Mittel zur Sicherung von
Problemldsungen.

Unterrichtsphasen beim Lehren von Begriffen

Hinfiihren

Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit einer sie
motivierenden Frage konfrontiert, die zu einer Situation
fiihrt, in der ein Bediirfnis entsteht, den neuen Begriff
einzufiihren.

Herausarbeiten

Aus einer zundchst vagen Vorstellungen iiber den
Begriff ~wird die  definierende  Eigenschaft
herausgearbeitet, die zu einer Erkldrung, bei
fortgeschrittenen  Fahigkeiten auch zu  einer
mathematisch prizisen Definition fiihrt.

Erkunden
Der neu gebildete Begriff wird erkundet: Beispiele
werden gesucht, Gegenbeispiele werden entdeckt,
Eigenschaften werden vermutet, begriindet oder
widerlegt.

Verbinden
Das neu erworbene Wissen ist in vorhandenes Wissen
einzubinden. Es werden also Beziehungen zwischen
dem neuen Begriff und bereits bekannten Begriffen
hergestellt.

Sichern

Die Aneignung des Wortlauts der Definition, das
Abfragen der Definition und noch wichtiger der
Riickgriff auf die definierende Eigenschaft bei
Begriindungen dienen zur Sicherung des Gelernten.
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Definieren lernen

Ist ein Begriff im Unterricht definiert worden,
dann kann ein solcher Vorgang Anlass sein,
etwas iliber das Definieren zu lernen.

In einer Reflexionsphase konnen die Lernen-
den z.B. erkennen, dass der neue Begriff
dadurch gebildet worden ist, dass man einen
bekannten Begriff einer einschrinkenden
Bedingung unterworfen hat.

Man sollte die Schiiler dabei auch ermutigen,
selbst Begriffe zu bilden und zu untersuchen.
Dies kann fiir Schiilerinnen und Schiiler ein
Anstol} sein, auch in der Mathematik kreativ
zu werden.

Kontrollieren

Ziel des Lehrens ist das Lernen. Ob das angestrebte
Lernen stattgefunden hat, ist zu priifen. Diese Kontrolle
bezieht sich zwar zunéchst auf die Lernenden. Sie gibt
aber zugleich der Lehrkraft eine Riickmeldung iiber die
Effektivitit des Lehrens.

Die Kontrolle erfolgt durch Fragen und durch
Beurteilen der Antwort, durch Stellen einer Aufgabe
und Beurteilung des Ergebnisses.

Korrigieren

Die Kontrollen kdnnen Fehlvorstellungen iiber den
Begriff anzeigen. Sie erfordern hdufig ein genaueres
Hinsehen der Lehrenden.

Auf Fehler sind die Lernenden hinzuweisen und
Fehlvorstellungen sind mit padagogischem Geschick
und Einfiihlungsvermdgen zu korrigieren.

Vertiefen

Als Moglichkeit einer Vertiefung bietet es sich an, die
Definition kritisch zu betrachten. So kann man etwa
den Einfluss der in der definierenden Eigenschaft
geforderten Bedingungen erforschen, indem man sie
z.B. abdndert. Oder man sucht nach einer
gleichwertigen (dquivalenten) Eigenschaft, die fiir eine
Definition Frage kdme.

Begriffsbildung als kreatives Tun

Das selbstidndige Bilden eines mathematischen Begriffs
ist eine kreative Handlung. Ein sinnvolles
Handlungsmuster zur Bildung und Erforschung eines
Begriffs ist z.B.:

e die Betrachtung einer FEigenschaft zur
Charakterisierung des Begriffs,

e die Wahl einer Begriffsbezeichnung,

e die Angabe einer Definition,

e die Angabe von Beispielen und Gegen-
beispielen,

e das Suchen von Eigenschaften und

e die Erforschung der Beziehungen zu Nach-
barbegriffen.
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